8 Anpassungs- und Unabhéangigkeitstests Chi-Quadrat-Anpassungstest 8.1

Beispiel: p-Wert bei Chi-Quadrat-Anpassungstest (Grafik)

Auftragseingangsbeispiel, realisierte Teststatistik x2 = 12.075, p-Wert: 0.0168
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8 Anpassungs- und Unabhé&ngigkeitstests Chi-Quadrat-Anpassungstest 8.1

Beispiel: Chi-Quadrat-Anpassungstest auf
Hoy : Y ~ Geom(0.25)

@ Geom(0.25)-Verteilung hat unendlichen Trager {0,1,2,...} und
Wahrscheinlichkeitsfunktion

PGeom(0.25) - No — [07 1]; pGeom(0.25)(i) = (1 — 025)’ -0.25 ,

Bedingung np® > 5 kann also mit p? = PGeom(0.25)(ai) fiir a; := i — 1 nicht
fiir alle i € N erfiillt sein.

o Klassierung hier also (trotz diskreter Verteilung) erforderlich. Wegen (fiir
wachsendes i bzw. a;) abnehmender p? sinnvoll: Zusammenfassung aller
»groBen” i in der letzten Klasse K| so, dass Bedingung np? > b fir alle
ie{l,..., k} erfillt ist.

e Wahrscheinlichkeit (unter Hp) p? fiir Klasse Ky iiber Verteilungsfunktion oder
als verbleibende Wahrscheinlichkeit p? =1 — S7¥7 ! p?.

@ Je nach Verteilung Fy und Stichprobenumfang n kénnen aber auch
komplexere Klassierungen nétig sein, um Bedingung np? > 5 zu erfiillen.
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8 Anpassungs- und Unabhéangigkeitstests Chi-Quadrat-Anpassungstest 8.1

Fortsetzung Beispiel

@ Stichprobeninformation: Haufigkeitsverteilung aus Klassierung einer einfachen
Stichprobe vom Umfang n =100 zu Y liefert:

/ 1 2 3 4 5 6
aj o 1 2 3 4 >5
nj|32 19 16 16 6 11

@ Gewiinschtes Signifikanzniveau: o = 0.10

Chi-Quadrat-Anpassungstest:
Q@ Hypothesen:

Ho : Fy = FGeom(O.25) Hy : Fy # FGeom(O.25)

@ Teststatistik:
k

2 (ni — np?)2 . . i 5 )
X = Z ~———"" ist unter Hy approximativ x°(k — 1)-verteilt, falls

0
npt
i=1 p’

np? > 5 fiir alle i gilt.
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8 Anpassungs- und Unabhé&ngigkeitstests Chi-Quadrat-Anpassungstest 8.1

© Kiritischer Bereich zum Niveau o = 0.10:
K= (Xi—l;l—cw +OO) - (X%;0.907 +OO) - (92367 +OO)
@ Berechnung der realisierten Teststatistik:

(—0,0] | 32 (1 -0.25)-0.25 = 0.25 | 25.00 1.9600
(0,1] 19 | (1—-0.25)'-0.25 =0.1875 | 18.75 0.0033
(1,2] 16 | (1 —0.25)%-0.25 = 0.1406 | 14.06 0.2677
(2,3] 16 | (1 —0.25)*-0.25 = 0.1055 | 10.55 2.8154
(3, 4] 6 | (1-0.25)*-0.25=0.0791 | 7.91 0.4612

(4, +00) | 11 137, p®=02373 | 23.73 6.8290

Y 100 1| 100 | x* =12.3366

Es gilt np? > 5 fiir alle i € {1,...,6} ~ Naherung ok.
© Entscheidung:
x? = 12.3366 € (9.236, +oc) = K = Ho wird abgelehnt!
(p-Wert: 1 — Fx2(5)(X2) = 1— F,2(5)(12.3366) = 1 — 0.9695 = 0.0305)
Test kommt zum Ergebnis, dass Y nicht einer Geom(0.25)-Verteilung genligt.
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8 Anpassungs- und Unabhéangigkeitstests Chi-Quadrat-Anpassungstest 8.1
Beispiel: Chi-Quadrat-Anpassungstest (Fg stetig)

o Klassierung bei stetigen hypothetischen Verteilungen unbedingt erforderlich.

@ Hier: Klassierung soll vorgegeben sein (evtl. implizit durch bereits klassierte
Stichprobeninformation statt vollstandiger Urliste!)

o Bei eigener Wahl der Klassierung: Vorsicht, da Klassierung Test beeinflusst!

@ Beispiel: Untersuchung, ob Y ~ N(0,1).

@ Stichprobeninformation (aus einfacher Stichprobe vom Umfang n = 200):

i 1 2 3 4 5 6
Ki | (—oo,—15] (—1.5,—0.75] (—0.75,0] (0,0.75] (0.75,1.5] (1.5,00)
n; 9 26 71 51 30 13

@ Gewiinschtes Signifikanzniveau: o = 0.05
Geeigneter Test: Chi-Quadrat-Anpassungstest
© Hypothesen:

Ho : Fy = Fnoay  Hi: Fy # Fuo,y
Q Teststatistik

nl . . .
Y2 = Z ( ’ ist unter Hyp approximativ x?(k — 1)-verteilt, falls

np? > 5 fur aIIe i gilt.
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© Kiitischer Bereich zum Niveau o = 0.05:
K= (X%—l;l—oﬂ +OO) - (X§;0,957 +OO) - (110707 +OO)
@ Berechnung der realisierten Teststatistik:

Ki = (ai_1, ai n; p? = Fo(a;) — Fo(ai—1) np? —(n';gf’ i
(—o0, —1.5] 9 0.0668 — 0 = 0.0668 | 13.36 1.4229
(—1.5,—-0.75] 26 | 0.2266 — 0.0668 = 0.1598 | 31.96 1.1114
(—0.75, 0] 71 0.5 —-0.2266 = 0.2734 | 54.68 4.8709
(0,0.75] 51|  0.7734— 05— 0.2734 | 54.68 | 0.2477
(0.75,1.5] 30 | 0.9332 — 0.7734 = 0.1598 | 31.96 0.1202
(1.5, +00) 13 1—-0.9332 =0.0668 | 13.36 0.0097
> 200 1 200 7.7828

Es gilt np? > 5 fiir alle i € {1,...,6} ~ Naherung ok.

© Entscheidung:
x? = 7.7828 ¢ (11.070, +cc) = K = Hy wird nicht abgelehnt!
(p-Wert: 1 — Fo2(5)(x*) = 1 — Fy2(5)(7.7828) = 1 — 0.8314 = 0.1686)

Test kann Hypothese, dass Y standardnormalverteilt ist, nicht verwerfen.
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8 Anpassungs- und Unabhéangigkeitstests Chi-Quadrat-Anpassungstest 8.1

Chi-Quadrat-Anpassungstest auf parametrisches
Verteilungsmodell

@ Chi-Quadrat-Anpassungstest kann auch durchgefiihrt werden, wenn statt
(einzelner) hypothetischer Verteilung eine parametrische Klasse von
Verteilungen als hypothetische Verteilungsklasse fungiert.

@ Durchfiihrung des Chi-Quadrat-Anpassungstests dann in zwei Schritten:
@ Schitzung der Verteilungsparameter innerhalb der hypothetischen
Verteilungsklasse mit der ML-Methode.
© Durchfiihrung des (reguldren) Chi-Quadrat-Anpassungstest mit der
hypothetischen Verteilung zu den geschatzen Parametern.

@ Zu beachten:

» Verteilung der TestgroBe x° andert sich! Bei ML-Schitzung auf Basis der
fiir die Durchfiihrung des Chi-Quadrat-Anpassungstest maBgeblichen
Klassierung der Stichprobe gilt unter Hy niherungsweise x? ~ x*(k — r — 1),
wobei r die Anzahl der per ML-Methode geschatzten Parameter ist.

» Werden die Verteilungsparameter nicht aus den klassierten Daten, sondern aus
den urspriinglichen Daten mit ML-Methode geschitzt, gilt diese
Verteilungsaussage so nicht mehr (Abweichung allerdings moderat).
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8 Anpassungs- und Unabhé&ngigkeitstests Chi-Quadrat-Anpassungstest 8.1

Zusammenfassung: Chi-Quadrat-Anpassungstest

zur Anpassung an parametrische Verteilungsfamilie

Anwendungs- approx.: Y beliebig verteilt, Xi, ..., X, einf. Stichprobe zu Y
voraussetzungen Familie von Verteilungsfunktionen Fy fiir 8 € © vorgegeben
k — 1 Klassengrenzen a; < a» < ... < ax—1 vorgegeben
Nullhypothese Ho : Fy = Fy fiir ein 6 € ©
Gegenhypothese H: : Fy # Fy (fur alle 6 € ©)
k 02 k —(n; 0)2 k9
o ni — np;) (% —pp) 1 n;
Teststatistik X2 = (— =n -2 == — | -
R B P
Verteilung (Ho) x° ist unter Ho niherungsweise x°(k — r — 1)-verteilt,

wenn & ML-Schitzer des r-dim. Verteilungsparameters 6 auf

Basis klassierter Daten ist (Verwendung von 0 siehe unten).
(Niherung nur verniinftig, falls np) > 5 fiir i € {1,..., k})

Benotigte GroBen p,Q = F5(ax) — Fz(ak—1) mit ap := —00, ax := 00,
ni=#{je{l,....n}|x € (ai—1,ail},i € {1,...,k}
Kritischer Bereich (Xa—r—1:1—a, OO)

zum Niveau «

p'Wert 1- FX2(k—r—1)(X2)
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8 Anpassungs- und Unabhéangigkeitstests Chi-Quadrat-Anpassungstest 8.1

Beispiel: Chi-Quadrat-Anpassungstest auf
Ho : Y ~ Geom(p) fiir p € (0,1)

@ Stichprobeninformation: Haufigkeitsverteilung aus vorangegangenem Beispiel:

iT1 2 3 4 5 6
2] 0 1 2 3 4 >5
n |32 19 16 16 6 11

o Erster Schritt:
ML-Schatzung von p mit Hilfe der klassierten Stichprobeninformation:

» Man kann zeigen, dass der ML-Schatzer auf Basis der klassierten Stichprobe

durch
/[5 . n— nNg
n— ng+ Ef:l(i —1)-n
gegeben ist.
» Hier erhdlt man also die Realisation
~ 100 — 11 89
— = = 0.3333

P=100-11+032+1-19+2-16+3-16+4-6+5-11 _ 267
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e Zweiter Schritt:
Durchfiihrung des Chi-Quadrat-Anpassungstest fiir Hy : Fy = Fg 3333 (mit
Fp = FGeom(p)) gegen H1 . Fy 7£ F0_3333 unter Berijcksichtigung der
ML-Schitzung von p durch geidnderte Verteilung von y? unter Hp!
Insgesamt: Chi-Quadrat-Anpassungtest fiir Verteilungsfamilie:
© Hypothesen:
Ho : Fy = F, fiir ein p € (0,1) (mit Fp := Fgeom(p)) gegen Hi: Fy # F,
Q Teststatistik

n;
2 = Z (n p, ist unter Hyp approximativ x?(k — 1 — r)-verteilt, falls

p, > 5 fur aIIe i gilt und r-dimensionaler Verteilungsparameter per
ML-Methode aus den klassierten Daten geschatzt wurde.

© Kiritischer Bereich zum Niveau o = 0.10:
K=(X3_1_r1_a+0) = (X3.0.90: +00) = (7.779, +0)
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8 Anpassungs- und Unabhéangigkeitstests Chi-Quadrat-Anpassungstest 8.1

Q@ Berechnung der realisierten Teststatistik:

Eine ML-Schatzung aus den klassierten Daten liefert den Schatzwert
p = 0.3333 fiir den unbekannten Verteilungsparameter p.

Ki n; p? npy? %
(—o0,0] | 32| (1—-0.3333)°-0.3333 = 0.3333 | 33.33 0.0531
(0, 1] 19 | (1 —0.3333)!-0.3333 = 0.2223 | 22.23 0.4693
(1,2] 16 | (1—0.3333)?-0.3333 = 0.1481 | 14.81 0.0956
(2,3] 16 | (1 —0.3333)%-0.3333 =0.0988 | 9.88 3.7909
(3, 4] 6 | (1—0.3333)*-0.3333 =0.0658 | 6.58 0.0511
(4,+0) | 11 15 p?=0.1317 | 13.17 0.3575
Y 100 1 100 | x* = 4.8175

Es gilt np? > 5 fiir alle / € {1,...,6} ~ Niherung ok.

© Entscheidung:
X2 =4.8175 ¢ (7.779,+00) = K = Hp wird nicht abgelehnt!
(p-Wert: 1 — Fo24y(x?) = 1 — Fy2(4)(4.8175) = 1 — 0.6935 = 0.3065)

Test kommt zum Ergebnis, dass Y ~ Geom(p) nicht verworfen werden kann.
(ML-Schatzung von p: p = 0.3333)
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Beispiel: p-Wert bei Chi-Quadrat-Anpassungstest (Grafik)

Test auf geometrische Verteilung, realisierte Teststatistik x2 = 4.8175, p-Wert: 0.307
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8 Anpassungs- und Unabhéangigkeitstests Chi-Quadrat-Unabhingigkeitstest 8.2

Chi-Quadrat-Unabhéangigkeitstest (Kontingenztest)

(*]
(*]

Bisher: Einfache Stichprobe Xi, ..., X, zu einer Zufallsvariablen Y.

Im Folgenden: Betrachtung von einfachen Stichproben zu mehrdimensionalen
Zufallsvariablen bzw. (spater) mehreren (unabhangigen) einfachen
Stichproben zu mehreren Zufallsvariablen.

Erste Problemstellung: Untersuchung von zwei Zufallsvariablen Y#, YE auf
stochastische Unabhdngigkeit.

Erforderliche Stichprobeninformation: Einfache Stichprobe

(XlAaxlB)a (X2A7XZB)7 ] (XI:IL\7XnB)

vom Umfang n zu zweidimensionaler Zufallsvariable (Y4, YB).
Testidee: den bei Unabhingigkeit von Y#, YB bestehenden Zusammenhang
zwischen Randverteilungen von Y# und Y& sowie gemeinsamer Verteilung
von (YA, YB) ausnutzen:
» Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten stimmen bei Unabhangigkeit mit Produkt
der Randwahrscheinlichkeiten iiberein (falls (Y, Y?) diskret).
» Daher sprechen geringe Abweichungen zwischen gemeinsamen (relativen)
Haufigkeiten und Produkt der (relativen) Randhaufigkeiten fiir
Unabhangigkeit, groBe Abweichungen dagegen.
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@ Betrachtete Anwendungssituationen:

@ Sowohl Y# als auch Y sind diskret mit ,wenigen" Ausprigungen, in der
Stichprobe treten die Ausprigungen as, ..., ax von Y* bzw. by, ..., b, von Y&
auf.

© Y und Y? sind diskret mit ,vielen“ Auspragungen oder stetig, die
Stichprobeninformation wird dann mit Hilfe von Klassierungen
A = (=00, a1], A2 = (a1, a2], - . ., Ak = (ak—1,00) von Y* bzw.

B; = (—o0, b1], Bo = (b1, bs], ..., B/ = (bj_1,00) von Y? zusammengefasst.
© Mischformen von @ und @.

@ Der Vergleich zwischen (in der Stichprobe) beobachteten gemeinsamen

absoluten Haufigkeiten nj und bei Unabhangigkeit (auf Basis der
Randhaufigkeiten) zu erwartenden gemeinsamen absoluten Haufigkeiten nj;
erfolgt durch die GroBe

wobei nj; die beobachteten gemeinsamen Haufigkeiten fiir (a;, b;) bzw.

(A;, B;) aus der Stichprobenrealisation und n; = n- 2 . 2 = 20 dje
n n n

erwarteten gemeinsamen Haufigkeiten aus den Randhaufigkeiten n;. von a;
bzw. A; und n.j von b; bzw. B; sind (i € {1,...,k}, j€{1,...,1}).
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8 Anpassungs- und Unabhéangigkeitstests Chi-Quadrat-Unabhingigkeitstest 8.2

e Fiir wachsenden Stichprobenumfang n konvergiert die Verteilung der
TestgroBe x? bei Giiltigkeit von

Ho : YA, Y sind stochastisch unabhingig

gegen die x?((k — 1) - (/ — 1))-Verteilung.
@ Die Niherung der Verteilung von x? unter Hy ist fiir endlichen
Stichprobenumfang n verniinftig, falls gilt:

iy >5firalleic{l,... .k}, je{l,....1}

@ Wie beim Chi-Quadrat-Anpassungstest sprechen groBBe Werte der
Teststatistik x> gegen die Nullhypothese ,Y# und Y& sind stochastisch
unabhangig”, wahrend kleine Werte fiir Hy sprechen.

@ Als kritischer Bereich zum Signifikanzniveau « ergibt sich also entsprechend:

K= (X%k—l)(l—l);l—ou o0)

@ Die TestgroBe x? ist eng verwandt mit der bei der Berechnung des
korrigierten Pearsonschen Kontingenzkoeffizienten bendtigten GroBe 2.

@ Analog zum Chi-Quadrat-Anpassungstest kann der
Chi-Quadrat-Unabhangigkeitstest ebenfalls auf ,,Merkmale* YA bzw. YB
angewendet werden, deren Auspragungen ai,...,ax bzw. by,..., b; noch
nicht ,, Zufallsvariablen-konform" als reelle Zahlen , kodiert" wurden.
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@ Darstellung der Stichprobeninformation iiblicherweise in Kontingenztabelle

der Form
YANYEB | by b -+ b YA\YE | By B, --- B
a ni1 N2 - Ny A1 ni1  nm2 ce- Ny
a n1 N - My bzw. Az m1 N - Ny
a Nl Mo o+ Ny Ag Nkl Mo o+ Ny

nj.-n.;
n

@ Bendtigte GroBen njj = konnen dann — nach Erganzung der

Kontingenztabelle um ihre Randhaufigkeiten n;. = Zjl-zl n;j und

k : . :
nj =Y ._, nj — in weiterer Tabelle mit analogem Aufbau

YA \ YB Bl B2 s B/ ni.

- ni.-n. - ni.-n. -~ ny.-n.
Ay np = A ppp = A2 e gy = AR g,

= __ no.-ng = __ h2.-n.» . = __ Nna.-n.g
Az np1 = —— o= —— nyp = == — | N

- __ Ng.-ng = __ Nk.-n.o = _ Nk.-ngy
Ak Ny = "1 Ny = =2 N = <=L | ny.
n.; n. n.» cee n. n

(hier fiir 2. Variante) oder (falls genligend Raum vorhanden) direkt in der
Kontingenztabelle berechnet werden.
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8 Anpassungs- und Unabhéangigkeitstests Chi-Quadrat-Unabhingigkeitstest 8.2

Zusammenfassung: Chi-Quadrat-Unabhangigkeitstest

Anwendungs- approximativ: (Y*, Y?) beliebig verteilt

voraussetzungen (X{, XE), ..., (X, XB) einfache Stichprobe zu (Y*#, Y?)
Auspriagungen {ai1,...,ax} von Y {b1,..., b/} von Y& oder
Klassengrenzen a; < ... < ak—1 zu YA, by <...<b_1zu YE

Nullhypothese Ho : Y2, Y?® stochastisch unabhingig
Gegenhypothese H: : Y2, Y® nicht stochastisch unabhéngig
- (nj; n,)
Teststatistik = ALY /A
eststatisti X 21: JZ; 21: JZ; = n

Verteilung (Ho) X° ist ndherungsweise x (( — 1) - (I — 1))-verteilt, falls Hp gilt
(N&herung nur verniinftig, falls n; > 5 fiir alle i, )

Bendtigte GroBen | nj = #{m € {1,...,n}|(Xm,ym) € A;i x B;} fiir alle i,j mit
Ai = {ai}, Bj = {b;} bzw. Klassen A;, B; nach vorg. Grenzen,

= 2 mit =30 ng, gy = >0 ny,
Kritischer Bereich (Xk—1)-(1—1)1—a> )
zum Niveau «
p-Wert 1= Feer1)o-1y(x°)
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Beispiel: Zusammenhang Geschlecht/tagl. Fahrzeit (PKW)

@ Untersuchungsgegenstand: Sind die beiden Zufallsvariablen ,Geschlecht’ (Y#4)
und ,taglich mit PKW zuriickgelegte Strecke” (YB) stochastisch unabhingig?
@ Stichprobeninformation: (Kontingenz-)Tabelle mit gemeinsamen (in der
Stichprobe vom Umfang n = 2000 beobachteten) Haufigkeiten, wobei fiir Y&
eine Klassierung in die Klassen ,kurz”, ,mittel” und ,lang" durchgefiihrt wurde:
Fahrzeit (Y?)
Geschlecht (Y#) | kurz mittel lang
Mannlich 524 455 221
Weiblich 413 263 124
@ Gewiinschtes Signifikanzniveau: a = 0.05

Geeigneter Test: Chi-Quadrat-Unabhdngigkeitstest
© Hypothesen:

Ho : YA, YB stochastisch unabhingig gegen Hi: Y4, Y8 stoch. abhingig
Q Teststatistik

ZZ (nU nU) ist unter Hy approximativ
i=1 j=1 nU

x?((k — 1) - (I — 1))-verteilt, falls n; > 5 fiiralle 1 <i< kund 1 <j <.
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8 Anpassungs- und Unabhéangigkeitstests Chi-Quadrat-Unabhingigkeitstest 8.2

© Kiitischer Bereich zum Niveau o = 0.05:
K= (X%k—l)-(l—l);l—oﬂ +00) = (X%;o.gsa +00) = (5.991, +0)
© Berechnung der realisierten Teststatistik:

Um Randhaufigkeiten n;. und n.; erganzte Tabelle der gemeinsamen
Haufigkeiten:

YA\ YB | kurz mittel lang n;.
Mannlich | 524 455 221 | 1200
Weiblich | 413 263 124 | 800
n.; 937 718 345 | 2000

ni.-n.;

Tabelle der nj; =
n

YA\ YB | kurz mittel lang n;.
Mannlich | 562.2  430.8 207.0 | 1200
Weiblich | 374.8 287.2 138.0 | 800
n.; 937 718 345 | 2000

Es gilt nj > 5 fiiralle 1 </ <2und 1<, <3 ~» Ndherung ok.
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Q (Fortsetzung: Berechnung der realisierten Teststatistik)

2 3 (nj — 7))
2 g — My
D) S
i=1 j=1 i
(524 — 562.2)2 N (455 — 430.8)? N (221 — 207)?
562.2 430.8 207
(413 — 374.8)? N (263 — 287.2)2 N (124 — 138)?

374.8 287.2 138
= 2.5956 + 1.3594 + 0.9469

+3.8934 + 2.0391 + 1.4203
= 12.2547

© Entscheidung:
x% = 12.2547 € (5.991,+00) = K = Hp wird abgelehnt!
(p—Wert: 1-— Fx2(2)(X2) =1- FX2(2)(12.2547) =1-0.9978 = 0.0022)

Der Test kommt also zum Ergebnis, dass die beiden Zufallsvariablen ,Geschlecht"
und ,tagliche Fahrzeit (PKW)" stochastisch abhdngig sind.
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