6 Hypothesentests

Hypothesentests

@ Bisher wichtigstes betrachtetes Anwendungsbeispiel der schlieBenden
Statistik:
Punkt- bzw. Intervallschatzung des unbekannten Mittelwerts
@ Hierzu: Verwendung der

@ theoretischen Information iiber Verteilung von X
@ empirischen Information aus Stichprobenrealisation X von X

zur Konstruktion einer

> Punktschitzung (inkl. Beurteilung der Genauigkeit des Schatzers!)

> Intervallschitzung, bei der jede Stichprobenziehung mit einer vorgegebenen
Chance ein realisiertes (Konfidenz-)Intervall liefert, welches den (wahren)
Mittelwert enthalt.

@ Nachste Anwendung: Hypothesentests:

Entscheidung, ob die unbekannte, wahre Verteilung von Y zu einer
vorgegebenen Teilmenge der Verteilungsannahme W gehort oder nicht.

@ Zunichst: Illustration der Vorgehensweise am Beispiel einer Entscheidung
iber den Mittelwert der Verteilung.
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Interessierende Zufallsvariable Y
Von einer speziellen Abfiillmaschine abgefiillte Inhaltsmenge von
Miislipackungen mit Soll-Inhalt 1o = 500 (in [g]).
Verteilungsannahme:
Y ~ N(u,4?) mit unbekanntem Erwartungswert = E(Y).
Es liege eine Realisation xi, ..., xig einer einfachen Stichprobe Xi, ...
vom Umfang n =16 zu Y vor.
Ziel: Verwendung der Stichprobeninformation (iiber X bzw. X), um zu
entscheiden, ob die tatsichliche mittlere Fiillmenge (also der wahre,
unbekannte Parameter ©) mit dem Soll-Inhalt 1o = 500 iibereinstimmt oder
nicht.
Offensichlich gilt:
» X schwankt um den wahren Mittelwert z; selbst wenn p = 500 gilt, wird X
praktisch nie genau den Wert X = 500 annehmen!
» Realisationen X ,,in der Ndhe" von 500 sprechen eher dafiir, dass © = 500 gilt.
> Realisationen X ,weit weg" von 500 sprechen eher dagegen, dass p = 500 gilt.
Also: Entscheidung fiir Hypothese 1 = 500, wenn X nahe bei 500, und gegen
=500 (also fiir pu # 500), wenn X weit weg von 500.
Aber: Wo ist die Grenze zwischen ,in der N3he" und ,weit weg"?
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Entscheidungsproblem

Fallen einer Entscheidung zwischen = 500 und p # 500 fiihrt zu genau
einer der folgenden vier verschiedenen Situationen:

Tatsachliche Situation: | Tatsachliche Situation:
=500 1 # 500
Entscheidung richtige Fehler
fiir 4 = 500 Entscheidung 2. Art
Entscheidung Fehler richtige
fur pu #£ 500 1. Art Entscheidung
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@ Wiinschenswert:
Sowohl ,Fehler 1. Art" als auch ,Fehler 2. Art" moglichst selten begehen.
@ Aber: Zielkonflikt vorhanden:
Je ndher Grenze zwischen ,,in der Nahe" und ,weit weg" an pg = 500, desto
» seltener Fehler 2. Art
> haufiger Fehler 1. Art
und umgekehrt fiir fernere Grenzen zwischen ,,in der Ndhe" und ,weit weg'.
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Beispiel fiir ,,nahe” Grenze
Fiir © # 500 (gegen p = 500) entscheiden, wenn Abstand zwischen X und 500 gréBer als 1
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Unmdglich, Wahrscheinlichkeiten der Fehler 1. Art und 2. Art gleichzeitig fiir
alle méglichen Situationen (also alle 1) zu verringern.

o Ubliche Vorgehensweise: Fehler(wahrscheinlichkeit) 1. Art kontrollieren!

@ Also: Vorgabe einer kleinen Schranke a (,.Signifikanzniveau") fiir die
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Wabhrscheinlichkeit, mit der man einen Fehler 1. Art begehen darf.

Festlegung der Grenze zwischen ,in der Nahe* und ,weit weg" so, dass man
den Fehler 1. Art nur mit Wahrscheinlichkeit a begeht, also die Realisation X
bei Giiltigkeit von ;= 500 nur mit einer Wahrscheinlichkeit von « jenseits
der Grenzen liegt, bis zu denen man sich fiir ;1 = 500 entscheidet!

Damit liefert aber das Schwankungsintervall fiir X zur
Sicherheitswahrscheinlichkeit 1 — «

o o
|:N_\/E'N1—‘2’7U+\/E'Nl—‘;:|

fiir u = po = 500 (!) gerade solche Grenzen, denn es gilt im Fall
p = po = 500

P{X# T mosot o tiog =
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Beispiel fiir ,ferne* Grenze
Fiir u # 500 (gegen pu = 500) entscheiden, wenn Abstand zwischen X und 500 gr6Ber als 3
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Beispiel fiir Grenze zum Signifikanzniveau o = 0.05

Grenzen aus Schwankungsintervall zur Sicherheitswahrscheinlichkeit 1 — o = 0.95
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@ Bei einem Signifikanzniveau von o = 0.05 entscheidet man sich also fiir
i = po = 500 genau dann, wenn die Realisation X von X im Intervall

4 4
500 — —— - No.o75, 500 + —— - No.
\/ﬁ 0.975 \/E 0.975

dem sog. Annahmebereich des Hypothesentests, liegt.

e Entsprechend fillt die Entscheidung fiir 11 # 500 (bzw. gegen p = 500) aus,
wenn die Realisation X von X in der Menge

(—00,498.04) U (501.96, 0) ,

dem sog. Ablehnungsbereich oder kritischen Bereich des Hypothesentests,
liegt.

° Dugrch Angabe eines dieser Bereiche ist die Entscheidungsregel offensichtlich
schon vollstandig spezifiziert!

o Statt Entscheidungsregel auf Grundlage der Realisation X von X (unter
Verwendung der Eigenschaft X ~ N(u, U—:)) tiblicher:
Aquivalente Entscheidungsregel auf Basis der sog. TestgroBe oder
Teststatistik N := X=£, /n unter Verwendung der Eigenschaft

X —
o

= [498.04,501.96] ,

Ko/~ N(0,1) falls = g .
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@ In Abhangigkeit des tatsachlichen Erwartungswerts p von Y kann so die
Wahrscheinlichkeit fiir die Ablehnung der Hypothese p = o berechnet
werden:

PIN €K} =P{N e (—o00,~Ny_s)U(N_s,00)}
= P{N < —le%} + P{N > le%}

—¢<—N13 - “;“‘W%) +1—¢<N1; - “;“Oﬁ)

o Im Beispiel erhalt man damit die folgenden Wahrscheinlichkeiten fiir
Annahme bzw. Ablehnung der Hypothese 11 = g = 500 zu den betrachteten
Szenarien (also unterschiedlichen wahren Parametern p1):

Wahrscheinlichkeit der | Wahrscheinlichkeit der
Annahme von p = 500 | Ablehnung von p = 500
P{N € A} P{N € K}
w =500 0.95 0.05
=494 0 1
=499 0.8299 0.1701
=503 0.1492 0.8508

(Fettgedruckte Wahrscheinlichkeiten entsprechen korrekter Entscheidung.)

SchlieBende Statistik (WS 2016/17) Folie 99

6 Hypothesentests Einfiihrendes Beispiel 6.1

@ Die Verteilungeigenschaft von N = %ﬁ fiir p = po aus Folie 97 erhilt
man aus der allgemeineren Verteilungsaussage

X —

g

“°ﬁ~w(“‘“°ﬁ,1) ,
g

die man wiederum aus der Verteilung X ~ N ( , "72 durch Anwendung der
aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung bekannten Transformationsregeln
ableiten kann. Damit: Fy(x) = P{N < x} = & (x — £2£2/n)

o

@ Man rechnet auBerdem leicht nach:

X e

o o X —
Ho — N Ni_g, po + N /V1—g} & — 8Vne [—Ni—g, Ny o]

o Als Annahmebereich A fiir die TestgroBe N = @\/ﬁ erhélt man also
[—Ni_g, Ni_g], als kritischen Bereich K entsprechend

K= R\A = (—OO, —Nl_%) U (Nl_%,oo)

und damit eine Formulierung der Entscheidungsregel auf Grundlage von N.
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Grundbegriffe: Hypothesen

@ Bekannt: Hypothesentests sind Entscheidungsregeln fiir die Fragestellung
.Liegt die (unbekannte) Verteilung Qy von Y in einer bestimmten
Teilmenge der Verteilungsannahme W oder nicht?"

@ Zur prazisen Formulierung der Fragestellung: Angabe der interessierenden
Teilmenge W, von Verteilungen mit 0 # Wy C W

@ Man nennt dann die Hypothese Qy € W auch Nullhypothese und schreibt
Ho : Qy € Wy. Die Verletzung der Nullhypothese entspricht dem Eintreten
der sog. Gegenhypothese oder Alternative Qy € W; := W\Wp; man
schreibt auch H; : Qy € Wj;.

o Formulierung prinzipiell immer in zwei Varianten moglich, da Wy und W
vertauscht werden konnen. Welche der beiden Varianten gewahlt wird, ist
allerdings wegen der Asymmetrie in den Wahrscheinlichkeiten fiir Fehler 1.
und 2. Art nicht unerheblich (spiter mehr!).

@ Eine Hypothese heiBt einfach, wenn die zugehorige Teilmenge von W
einelementig ist, zusammengesetzt sonst.

o Im Beispiel: W = {N(u,4?) | u € R}, Wo = {N(500, 42)}.

Hy ist also einfach, H; zusammengesetzt.
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Hypothesen bei parametrischen Verteilungsannahmen

@ Ist W eine parametrische Verteilungsannahme mit Parameterraum ©, so
existiert offensichtlich immer auch eine (dquivalente) Darstellung von Hy und
H; in der Gestalt

Hy : 0 € ©q gegen Hy:0 €0, :=0\6

fiir eine Teilmenge ©g des Parameterraums © mit () # Oy C ©.
o Im Beispiel: W = {N(u,4%)| u € © = R}, 00 = {500}
@ Hypothesenformulierung damit z.B. in der folgenden Form mdoglich:

Ho : = po = 500 gegen Hy o # po = 500

@ Hypothesentests bei parametrischer Verteilungsannahme heiBen auch
parametrische (Hypothesen-)Tests.

@ Parametrische Tests heifen (fiir © C R) zweiseitig, wenn ©; links und
rechts von Qg liegt, einseitig sonst (Im Beispiel: zweiseitiger Test).

o Einseitige Tests heiBen linksseitig, wenn ©; links von Qg liegt, rechtsseitig
sonst.
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@ Fiir Konstruktion des kritischen Bereichs wesentlich:
Analyse der Verteilung der Teststatistik, insbesondere falls Hy gilt!
o Im Beispiel: 7
@ Teststatistik: N = %ﬁ
Verteilung: N ~ N (£=£2,/n, 1), also insbesondere

o

N ~ N(0,1) falls Ho (also p = po) gilt.
@ Kritischer Bereich: K = (—oo, —/vl_%) U (Nl_%,oo>
Wahrscheinlichkeit der Ablehnung von Hy (abhingig vom Parameter p):

P{N € K} =0 <—N1_(21 — Mﬁ) +1—0 (Nl_(2V o M_UNO\/E)

g

@ Die Zuordnung G : © — R; G(0) = P{T € K} heiBt (allgemein) auch
Giitefunktion des Tests. Im Beispiel also:

—u L
G(p) =9 (-Nl—g - Maloﬁ) +1-¢ <N1—<; - JMO ﬁ)

@ Mit der Giitefunktion kdnnen also offensichtlich
» Fehlerwahrscheinlichkeiten 1. Art (fiir @ € ©y) direkt durch G(6) und
> Fehlerwahrscheinlichkeiten 2. Art (fiir 6 € ©1) durch 1 — G(6)
berechnet werden!

SchlieBende Statistik (WS 2016/17) Folie 103

6 Hypothesentests Grundbegriffe 6.2

Teststatistik und Ablehnungsbereich

o Nach Prazisierung der Fragestellung in den Hypothesen bendtigt man nun
eine geeignete Entscheidungsregel, die im Prinzip jeder méglichen
Stichprobenrealisation (aus dem Stichprobenraum X') eine Entscheidung
entweder fiir Hy oder fiir H; zuordnet.

@ In der Praxis Entscheidung (fast) immer in 3 Schritten:

© . Zusammenfassung" der fiir die Entscheidungsfindung relevanten
Stichprobeninformation mit einer geeigneten Stichprobenfunktion, der sog.
Teststatistik oder TestgrofBe T.

@ Angabe eines Ablehnungsbereichs bzw. kritischen Bereichs K, in den die
Teststatistik bei Giiltigkeit von Hy nur mit einer typischerweise kleinen
Wahrscheinlichkeit (durch eine obere Grenze o beschrénkt) fallen darf.

© Entscheidung gegen Hy bzw. fiir Hi, falls realisierter Wert der Teststatistik in
den Ablehnungsbereich bzw. kritischen Bereich K fillt, also T € K gilt (fiir
Ho, falls T ¢ K).

@ Konstruktion des kritischen Bereichs K in Schritt @ gerade so, dass
Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 1. Art beschrankt bleibt durch ein
vorgegebenes Signifikanzniveau (auch ,Irrtumswahrscheinlichkeit") «.

@ Konstruktion meist so, dass Niveau a gerade eben eingehalten wird (also
kleinste obere Schranke fiir die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art ist).
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@ Berechnung der Eintrittswahrscheinlichkeiten EW mit Giitefunktion G(6):

Tatsachliche Situation: | Tatsachliche Situation:
RS @0 0 ¢ 60
(Ho wahr) (Ho falsch)
Entscheidung richtige Entscheidung Fehler 2. Art
fiir Hy (0 € ©9) EW :1-G(9) EW :1-G(6)
Entscheidung Fehler 1. Art richtige Entscheidung
gegen Hy (6 ¢ ©g) EW : G(9) EW : G(9)

o Welche Teststatistik geeignet ist und wie die Teststatistik dann verteilt ist,
hangt nicht nur von der Problemformulierung (Hypothesen), sondern oft auch
von der Verteilungsannahme ab!

@ Test aus Beispiel zum Beispiel exakt anwendbar, falls Y ~ N(u,o?) mit
bekannter Varianz, und approximativ anwendbar, wenn Y beliebig verteilt
ist mit bekannter Varianz (Giite der N3herung abhingig von n sowie
Verteilung von Y!)

@ Test aus Beispiel heiit auch ,zweiseitiger GauB-Test fiir den Mittelwert einer
Zufallsvariablen mit bekannter Varianz".
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Zweiseitiger GauB-Test

fiir den Mittelwert einer Zufallsvariablen mit bekannter Varianz

Anwendung
e als exakter Test, falls Y normalverteilt und Var(Y) = o2 bekannt,
e als approximativer Test, falls Y beliebig verteilt mit bekannter Varianz o2.
. lestrezept” des zweiseitigen Tests:
@ Hypothesen: Hy : = po gegen Hy @y # po fiir ein vorgegebenes po € R.
Q Teststatistik:

X — . .
N =250 /nmit N~ N(0,1) (bzw. N 2 N(0,1)), falls Ho gilt (11 = po).
o
@ Kiitischer Bereich zum Signifikanzniveau o
K = (=00, =Ni—g) U (N1-g,0)

@ Berechnung der realisierten Teststatistik
@ Entscheidung: Hp ablehnen & N € K.

SchlieBende Statistik (WS 2016/17) Folie 105

6 Hypothesentests GauB-Test fiir den Mittelwert bei bekannter Varianz 6.3

Einseitige GauB-Tests

Wahl der Hypothesen

@ Bei zweiseitigem Test: Hypothesentest zu

Ho @ p # o gegen Hiy = po

zwar konstruierbar, aber ohne praktische Bedeutung.
@ Neben zweiseitigem Test zwei (symmetrische) einseitige Varianten:

Ho e < po gegen Hy o> po
Ho:p > po gegen Hitp <o

o Konstruktion der Tests beschrankt Wahrscheinlichkeit, Hy falschlicherweise
abzulehnen. Entscheidung zwischen beiden Varianten daher wie folgt:

Ho : Nullhypothese ist in der Regel die Aussage, die von vornherein als
glaubwiirdig gilt und die man beibehilt, wenn das Stichprobenergebnis bei
Giiltigkeit von Hp nicht sehr untypisch bzw. iiberraschend ist.

H; : Gegenhypothese ist in der Regel die Aussage, die man statistisch absichern
méchte und fiir deren Akzeptanz man hohe Evidenz fordert.

Die Entscheidung fiir H; hat typischerweise erhebliche Konsequenzen, so dass
man das Risiko einer félschlichen Ablehnung von Hy zugunsten von Hi
kontrollieren will.
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Beispiel: Qualitdtskontrolle (Lange von Stahlstiften)

@ Untersuchungsgegenstand: Weicht die mittlere Lange der von einer
bestimmten Maschine produzierten Stahlstifte von der Solllange 1o = 10 (in
[cm]) ab, so dass die Produktion gestoppt werden muss?

@ Annahmen: Fiir Linge Y der produzierten Stahlstifte gilt: Y ~ N(y,0.42)

@ Stichprobeninformation: Realisation einer einfachen Stichprobe vom Umfang
n =064 zu Y liefert Stichprobenmittel x = 9.7.

o Gewiinschtes Signifikanzniveau (max. Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art):

a = 0.05
Geeigneter Test:
(Exakter) GauB-Test fiir den Mittelwert bei bekannter Varianz
@ Hypothesen: Hy : = o =10  gegen  Hy:pu # po =10
@ Teststatistik: N = @\/ﬁ ~ N(0,1), falls Hy gilt (1 = o)
@ Kiitischer Bereich zum Niveau o = 0.05:
K = (700, 7N0.975) U (N0_975, OO) £ (7007 7196) U (196, OO)
© Realisierter Wert der Teststatistik: N = 27-10,/64 — —6

0.4

@ Entscheidung: N € K ~» Hy wird abgelehnt und die Produktion gestoppt.
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@ Auch fiir einseitige Tests fasst Teststatistik

N=XTH it /\/~N<“_“°\/E,1>
g g

die empirische Information iiber den Erwartungswert p geeignet zusammen.
@ Allerdings gilt nun offensichtlich
» im Falle des rechtsseitigen Tests von

Ho o < po gegen Hi:p > o,

dass groBe (insbesondere positive) Realisationen von N gegen Ho und fiir H;
sprechen, sowie
> im Falle des linksseitigen Tests von

Ho:p>po  gegen Hi:p<po,
dass kleine (insbesondere negative) Realisationen von N gegen Hp und fiir
H; sprechen.
@ Noch nétig zur Konstruktion der Tests:
Geeignetes Verfahren zur Wahl der kritischen Bereiche so, dass

Wabhrscheinlichkeit fiir Fehler 1. Art durch vorgegebenes Signifikanzniveau «
beschrénkt bleibt.
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Kritischer Bereich (rechtsseitiger Test)

o Fiir rechtsseitigen Test muss also zur Konstruktion des kritischen Bereichs
ein kritischer Wert bestimmt werden, den die Teststatistik NV im Fall der
Giiltigkeit von Hp maximal mit einer Wahrscheinlichkeit von « iiberschreitet.

o Gesucht ist also ein Wert k, mit P{N € (ka,0)} < a fiir alle 11 < pp.

e Offensichtlich wird P{N € (k4,o0)} mit wachsendem p groBer, es geniigt
also, die Einhaltung der Bedingung P{N € (k,,o0)} < « fiir das
groBtmogliche 1 mit der Eigenschaft u < g, also p = pg, zu gewahrleisten.

@ Um die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art unter Einhaltung der Bedingung an
die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art moglichst klein zu halten, wird k, gerade
so gewahlt, dass P{N € (k,,00)} = o fiir pp = o gilt.

o Wegen N ~ N(0,1) fiir u = po erhidlt man hieraus

P{N € (ky,)} =

& 1—P{N € (—00,ky)} =
& Olhy)=1—«
g ka = lea

und damit insgesamt den kritischen Bereich K = (Nj_,, 00) fiir den

rechtsseitigen Test.
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Rechtsseitiger GauB-Test

fiir den Mittelwert einer Zufallsvariablen mit bekannter Varianz

Anwendung
e als exakter Test, falls Y normalverteilt und Var(Y) = o2 bekannt,
e als approximativer Test, falls Y beliebig verteilt mit bekannter Varianz o2.
» Testrezept” des rechtsseitigen Tests:
© Hypothesen: Hy : pu < g gegen Hy : 1 > o fiir ein vorgegebenes g € R.
@ Teststatistik:

X —
N = Ko

Vvn mit N~ N(0,1) (N 2 N(0,1)), falls Hp gilt (mit p = po).
@ Kiitischer Bereich zum Signifikanzniveau «:
K = (Nl—()m OO)

@ Berechnung der realisierten Teststatistik
@ Entscheidung: Hp ablehnen & N € K.

SchlieBende Statistik (WS 2016/17) Folie 111

6 Hypothesentests GauB-Test fiir den Mittelwert bei bekannter Varianz 6.3

Beispiel fiir Verteilungen von N
Rechtsseitiger Test (10 = 500) zum Signifikanzniveau o = 0.05

<
= = 1=500
— u=499
n=502
— u=504
«
o
—
S
Z o
“F
]
o
o
o
T
-6
X
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Kritischer Bereich (linksseitiger Test)

o Fiir linksseitigen Test muss zur Konstruktion des kritischen Bereichs ein
kritischer Wert bestimmt werden, den die Teststatistik NV im Fall der
Giiltigkeit von Hy maximal mit einer Wahrscheinlichkeit von « unterschreitet.

@ Gesucht ist also ein Wert k, mit P{N € (—o0, k,)} < « fiir alle p1 > po.

o Offensichtlich wird P{N € (—o0, k,)} mit fallendem p groBer, es geniigt
also, die Einhaltung der Bedingung P{N € (—o0, k,)} < « fiir das
kleinstmaogliche p mit > po, also p = pg, zu gewahrleisten.

@ Um die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art unter Einhaltung der Bedingung an
die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art moglichst klein zu halten, wird k, gerade
so gewdhlt, dass P{N € (—o0, ko) } = a fiir p = po gilt.

o Wegen N ~ N(0,1) fiir ;1 = po erhélt man hieraus

P{N € (—00,ky)} =

& O(ky) =
& ko = Ny
= koz = 7N1—Oz

und damit insgesamt den kritischen Bereich K = (—oo, —Nj_,,) fiir den

linksseitigen Test.
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Beispiel fiir Verteilungen von N
Linksseitiger Test (uo = 500) zum Signifikanzniveau oo = 0.05

S
(=}
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(=}
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X
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Giitefunktionen einseitiger GauB-Tests

e Giitefunktion allgemein: G(0) = P{T € K}
o Fiir rechtsseitigen GauB-Test:

> G(p) = P{N € (N1—a,00)}
» Mit N ~ N (4=£2/n,1) erhilt man

P{N € (Ni_a,00)} =1 P{N < Ni_o}
“1-o (- o)
RIS

o Fiir linksseitigen GauB-Test:
> G(1) = P{N € (~00, —Ni_a)}
» Mit N ~ N (£=£2/n, 1) erhilt man hier

P{N € (—00,—Ni—a)} = P{N < —N1_}
— o (_lea _ %ﬁ)
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Linksseitiger GauB-Test

fiir den Mittelwert einer Zufallsvariablen mit bekannter Varianz

Anwendung

e als exakter Test, falls Y normalverteilt und Var(Y) = o2 bekannt,

o als approximativer Test, falls Y beliebig verteilt mit bekannter Varianz o2.

. lestrezept” des linksseitigen Tests:
@ Hypothesen: Hy : 1t > g gegen Hy : p < py fiir ein vorgegebenes gy € R.
@ Teststatistik:

X — . . ,
Ni= 2" /h mit N~ N(0,1) (N ~ N(0,1)), falls Ho gilt (mit p = po).
o
@ Kiitischer Bereich zum Signifikanzniveau o
K= (—OO7 _lea)

@ Berechnung der realisierten Teststatistik N
@ Entscheidung: Hp ablehnen & N € K.
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Beispiel fiir Giitefunktionen
Linksseitiger Test (uo = 500) zum Signifikanzniveau a = 0.10
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