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Diskrete Zufallsvariablen (Forts.) |

e T(X) ist endlich oder abzihlbar unendlich, die Elemente von T(X) werden
daher im Folgenden haufig mit x; bezeichnet (fiir i € {1,...,n} bzw. i € N),
Summationen iiber Tragerpunkte mit dem Symbol > .

@ Ist px : R — R die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer diskreten
Zufallsvariablen X, so gilt Px(A) = ineAﬂT(X) px(x;) fir alle A € B.

o Spezieller gilt fiir die Verteilungsfunktion Fx einer diskreten Zufallsvariablen

Fx(x) = Z px (i) fur alle x € R.

Xi € T(X)
xi <x

Verteilungsfunktionen diskreter Zufallsvariablen sind damit (vergleichbar mit
empirischen Verteilungsfunktionen) Treppenfunktionen mit Sprungh6hen
px(x;) an den Sprungstellen (=Tragerpunkten) x; € T(X).
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Diskrete Zufallsvariablen (Forts.) Il

o Im Miinzwurf-Beispiel:
fir x<0

fir 0<x<«1
fir 1<x<?2
fuir 2<x<3

fir x> 3

Fx(X) = <

= N NR o= O

\

@ Ist der Trager T(X) endlich und die Anzahl der Elemente in T(X) klein, so
werden die Punktwahrscheinlichkeiten haufig in Tabellenform angegeben.

@ Im Miinzwurf-Beispiel:

Xi

px (i)

ol [ W

o= | O
0lw | =
olw [ N
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Diskrete Zufallsvariablen (Forts.) Il

@ Grafische Darstellung im Miinzwurf-Beispiel:

Punktwahrscheinlichkeiten Verteilungsfunktion
< e ] RN
(=} i
-—
«© ]
[So o
o
© ]
-~ —_ o
R = —_—
< o <
- s ]
o
<
© N
o
-—
e e
o o
I I I I I I I I I I I I
-1 0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 4
X X
Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung (SS 2017) Folie 203
9 Eindimensionale Zufallsvariablen Stetige Zufallsvariablen 9.5

Stetige Zufallsvariablen |

@ Weiterer wichtiger Spezialfall: stetige Zufallsvariablen

@ Wertebereich stetiger Zufallsvariablen ist immer ein Kontinuum: es gibt keine
endliche oder abzahlbar unendliche Menge B C R mit Px(B) =1,
stattdessen gilt sogar Px(B) = 0 fiir alle endlichen oder abzahlbar
unendlichen Teilmengen B C R.

@ Verteilungsfunktionen stetiger Zufallsvariablen sind nicht (wie bei diskreten
Zufallsvariablen) als Summe von Wahrscheinlichkeitsfunktionswerten
darstellbar, sondern als Integral liber eine sogenannte Dichtefunktion:
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Stetige Zufallsvariablen Il

Definition 9.4 (Stetige Zufallsvariable, Dichtefunktion)

Seien (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsvariable iiber
(Q, F, P). Gibt es eine nichtnegative Abbildung fx : R — R mit

Fx(x) = /X fx (t)dt fur alle x € R, (2)

— 0o

so heiBt die Zufallsvariable X stetig. Jede nichtnegative Abbildung fx mit der
Eigenschaft (2) heiBt Dichtefunktion von X.
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Stetige Zufallsvariablen [l

@ Aus Definition 9.4 lassen sich weitere Eigenschaften von stetigen
Zufallsvariablen bzw. Dichtefunktionen ableiten, zum Beispiel:
» Px({x}) =0 fiir alle x € R.
» Fx(x —0) = Fx(x) fiir alle x € R, Fx ist also stetig auf R.
» PHa< X<b})=P{a<X<b})=P{a< X<b})=P({a< X < b})
= Fx(b) — Fx(a) = [ fx(t)dt fiir alle a,b € R mit a < b.
» (Mindestens) in allen Stetigkeitsstellen x € R von fx ist Fx differenzierbar und
es gilt Fx(x) = fx(x).
@ Wahrscheinlichkeit von Intervallen stimmt mit Flache zwischen Intervall und
Dichtefunktion (analog zu Histogrammen bei deskriptiver Statistik mit
klassierten Daten) iiberein.
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Stetige Zufallsvariablen IV

@ Dichtefunktion fx zu einer Verteilungsfunktion Fx ist nicht eindeutig
bestimmt; Abdnderungen von fx an endlich oder abzihlbar unendlich vielen
Stellen sind beliebig moglich!

@ Aber: Ist fx : R — R nichtnegative uneigentlich integrierbare Abbildung mit
fj;f fx(x)dx = 1, so gibt es genau eine Verteilungsfunktion Fx : R — R, zu
der fx Dichtefunktion ist.

@ Neben diskreten und stetigen Zufallsvariablen sind auch Mischformen (mit
einem diskreten und stetigen Anteil) moglich, auf die hier aber nicht naher
eingegangen wird!
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9 Eindimensionale Zufallsvariablen Stetige Zufallsvariablen 9.5

@ Beispiel: Die Abbildung
6(x —x?) fir0<x<1

fx 1R = R; fx(x) := 0 sonst

ist nichtnegativ und uneigentlich integrierbar mit fj:j fx(x)dx =1, also eine
Dichtefunktion.
@ Die Verteilungsfunktion Fx zu fx erhalt man als

N 0 fir x <0
Fx : R — R; Fx(x) :/ fx(t)dt = { 3x? —2x3 fir0<x<1
> 1 fiir x > 1
Dichtefunktion Verteilungsfunktion
(R _
-
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(Lineare) Abbildungen von Zufallsvariablen |

@ Genauso, wie man mit Hilfe einer F — B—messbaren Abbildung X : Q@ — R
als Zufallsvariable iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) einen neuen
Wabhrscheinlichkeitsraum (R, B, Px) erhalt, kann aus diesem mit einer
~nachgeschalteten” B — B—messbaren Abbildung G : R — R ein weiterer
Wahrscheinlichkeitsraum gewonnen werden!

@ Mehrere ,Auffassungen” moglich:

Q G als Zufallsvariable iiber (R, B, Px) durch

(Px)¢ (B) = Px(G~*(B)) fiir alle B € B.
Q@ G(X) := G o X als Zufallsvariable tiber (2, F, P) durch
Pex)(B) = P((G o X)~Y(B)) = P(X" (G~ *(B))) fiir alle B € B.

@ Man erkennt leicht, dass beide Auffassungen miteinander vereinbar sind (es
gilt (Px)¢ = Pg(x)), daher Schreibweise G(X) auch geldufig, wenn (2, 7, P)
nicht im Vordergrund steht.

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung (SS 2017) Folie 209

9 Eindimensionale Zufallsvariablen (Lineare) Abbildungen von Zufallsvariablen 9.6

(Lineare) Abbildungen von Zufallsvariablen |

@ Im Folgenden: Betrachtung besonders einfacher (linearer) Abbildungen G,
also Abbildungen der Form G(x) = a-x+ b fiir a,b € R mit a # 0.

@ Man kann zeigen, dass G (als stetige Funktion) stets 5 — B—messbar ist.

e Problemstellung: Wie kann die Verteilung von Y := G(X) (moglichst
leicht!) aus der Verteilung von X gewonnen werden?

o ldee: Abbildung G ist insbesondere bijektiv, es existiert also die
—b
Umkehrfunktion G~ '(y) = Y P

o Fiir diskrete Zufallsvariablen X mit Tragerpunkten x; und zugehdriger
Wahrscheinlichkeitsfunktion px ist offensichtlich auch Y diskret mit

» Tragerpunkten y; = a- x; + b und
> Wahrscheinlichkeitsfunktion py(y) = Py({y}) = Px({¥52}) = px(¥32) .
(Es gilt also p; = px(x;) = py(a- x; + b) = py(yi))
o Ahnlich lassen sich zu Y = G(X) auch Dichtefunktionen fy (bei stetigen

Zufallsvariablen X) aus fx sowie (allgemein) Verteilungsfunktionen Fy aus
Fx bestimmen:
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Satz 9.5

Es seien X eine (eindimensionale) Zufallsvariable, a,b € R mit a # 0 und
G : R — R die Abbildung mit G(x) = ax + b fiir alle x € R. Dann ist
Y := G(X) = aX + b ebenfalls eine Zufallsvariable und es gilt

FX(y;b) fiira> 0
1— Fx(=2—-0) fira<O

Fy(y) = { } fiir alle y € R.

a

o /st X diskret und px die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X, so ist auch Y
diskret und die Wahrscheinlichkeitsfunktion py von Y gegeben durch:

—b
py : R = R; py(y) = px (%)

o Ist X stetig und fx eine Dichtefunktion von X, so ist auch Y stetig und

1 y—b
fy :R — R; fy(y) == — - fx
a| a
eine Dichtefunktion zu Y .
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Erwartungswert von Zufallsvariablen |

@ Analog zur Lage- und StreuungsmaBen in deskriptiver Statistik:
Oft Verdichtung der Information aus Verteilungen von Zufallsvariablen auf
eine oder wenige Kennzahlen erforderlich.

@ Kennzahl fiir Lage der Verteilung: Erwartungswert

@ Zur allgemeinen Definition ,zuviel* MaB- und Integrationstheorie erforderlich,
daher Beschrankung auf diskrete und stetige Zufallsvariablen (separat).

@ In deskriptiver Statistik: Arithmetischer Mittelwert eines Merkmals als (mit
den relativen Haufigkeiten) gewichtetes Mittel der aufgetretenen
Merkmalswerte.

o Bei diskreten Zufallsvariablen analog: Erwartungswert als (mit den
Punktwahrscheinlichkeiten) gewichtetes Mittel der Tragerpunkte.
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Erwartungswert von Zufallsvariablen Il

Definition 9.6 (Erwartungswerte diskreter Zufallsvariablen)

Es sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Tragerpunkten x; und
Wahrscheinlichkeitsfunktion px. Gilt

> Ixil - px(xi) < oo, (3)

so heiBt
px = EX :=E(X) = Zx,- - px (%)
der Erwartungswert (Mittelwert) der Zufallsvariablen X.
Gilt (3) nicht, so sagt man, der Erwartungswert von X existiere nicht.
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Erwartungswert von Zufallsvariablen Il

@ Anders als in deskriptiver Statistik: Erwartungswert einer Zufallsvariablen
existiert moglicherweise nicht!

@ Existenzbedingungen sind zwar (auch in anderen Definitionen) angefiihrt, bei
den hier betrachteten Zufallsvariablen sind diese aber stets erfiillt.

@ Ist der Trager T(X) einer diskreten Zufallsvariablen X endlich, so existiert
E(X) stets (Summe endlich).

o Gilt spezieller T(X) = {a} fiir ein a € R, d.h. gilt px(a) =1 und px(x) =0
fiir alle x € R mit x # a, dann nennt man die Verteilung von X eine
Einpunktverteilung und es gilt offensichtlich E(X) = a.

o Fiir stetige Zufallsvariablen ist die Summation durch ein Integral, die
Wahrscheinlichkeitsfunktion durch eine Dichtefunktion und die Tragerpunkte
durch die Integrationsvariable zu ersetzen:
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Erwartungswert von Zufallsvariablen IV

Definition 9.7 (Erwartungswerte stetiger Zufallsvariablen)

Es sei X eine stetige Zufallsvariable und fx eine Dichtefunktion von X. Gilt

+0o0
/ x| - fx(x)dx < o0, (4)
so heift Lo
ux = EX :=E(X) := / x - fx(x)dx

der Erwartungswert (Mittelwert) der Zufallsvariablen X.
Gilt (4) nicht, so sagt man, der Erwartungswert von X existiere nicht.

Deskriptive Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung (SS 2017) Folie 215
9 Eindimensionale Zufallsvariablen Momente von Zufallsvariablen 9.7

Definition 9.8 (Symmetrische Zufallsvariablen)

Eine Zufallsvariable X iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) heiBt
symmetrisch um a € R, falls die Verteilungen von X —aund a — X
ubereinstimmen.

@ Alternative (dquivalente) Bedingungen
» fiir beliebige Zufallsvariablen X:

Px({X <a+x})=Px({X >a—x}) bzw. Fx(a+x)=1-Fx(a—x—0)

fir alle x € R.
» fiir diskrete Zufallsvariablen X:

Fiir alle x; € T(X) gilt 2a — x; € T(X) und spezieller px(xi) = px(2a — x;).
» fiir stetige Zufallsvariablen X:

Es existiert eine Dichte fx von X mit

fx(a+ x) = fx(a—x) bzw. fx(x) = fx(2a — x)

fir alle x € R.
o Existiert der Erwartungswert E(X) von X und ist X symmetrisch um a € R,
dann gilt stets a = E(X).
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Erwartungswert von G(X)

@ Zur Einfiihrung weiterer Kennzahlen fiir Verteilung einer Zufallsvariablen X
notig: Erwartungswerte von Transformationen G(X) fiir verschiedene (nicht
nur lineare) B — B—messbare Abbildungen G : R — R.

Definition 9.9
Es seien X eine Zufallsvariable und G : R — R eine B — B—messbare Abbildung.
o Ist X diskrete Zufallsvariable, x; die Tragerpunkte sowie px die

Wahrscheinlichkeitsfunktion von X und gilt > . |G(x;)| - px(xi) < oo, dann
existiert der Erwartungswert E(G(X)) und es gilt

E(G(X)) = > G(x) - px(xi).

o Ist X stetige Zufallsvariable mit Dichtefunktion fx und gilt
fj;f |G(x)| - fx(x)dx < oo, dann existiert der Erwartungswert E(G(X)) und

es gilt
“+00

E(G(X)) = / G(x) - fix(x)dx.

— o0
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Hohere Momente von Zufallsvariablen

Definition 9.10 (k-te Momente, Varianz, Standardabweichung)

Es seien X eine (eindimensionale) Zufallsvariable, k € N.

@ Man bezeichnet den Erwartungswert E(X*) (falls er existiert) als das
Moment k-ter Ordnung (um Null) von X.

e Existiert E(X), so bezeichnet man den Erwartungswert E[(X — E(X))¥] (falls
er existiert) als das zentrale Moment k-ter Ordnung von X.

@ Das zweite zentrale Moment heiBt auch Varianz von X, und man schreibt
02 1= Var(X) = E[(X — E(X))2] = E[(X — jix)?].

@ Die positive Wurzel der Varianz von X heiBt auch Standardabweichung von
X, und man schreibt ox := Sd(X) := ++/0%.
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Rechenregeln fiir Erwartungswerte und Varianz |

Satz 9.11

Es seien X eine (eindimensionale) Zufallsvariable, a, b € R.

o Existiert E(X), so existiert auch der Erwartungswert von aX + b und es gilt:
E(aX + b) = aE(X) + b
o Existiert Var(X), so existiert auch die Varianz von aX + b und es gilt:

Var(aX + b) = a* Var(X)

Fiir die Standardabweichung gilt dann Sd(aX + b) = |a| Sd(X).
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Rechenregeln fiir Erwartungswerte und Varianz |l

Satz 9.12 (Varianzzerlegungssatz)

Es sei X eine (eindimensionale) Zufallsvariable. Dann existiert die Varianz Var(X)
genau dann, wenn E(X?) (und E(X)) existiert, und in diesem Fall gilt:

Var(X) = E(X?) — [E(X)]?

e Die Eigenschaft aus Satz 9.11, den ,Erwartungswertoperator” E( - ) mit
linearen Abbildungen vertauschen zu diirfen, lasst sich zum Beispiel wie folgt
verallgemeinern:

Es seien X eine (eindimensionale) Zufallsvariable, a, b € R sowie
G:R—Rund H:R — R zwei B — B—messbare Abbildungen.
Existieren E(G(X)) und E(H(X)), dann gilt:

E(aG(X) + bH(X)) = aE(G(X)) + bE(H(X))
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Rechenregeln fiir Erwartungswerte und Varianz lll

e Mit Satz 9.11 folgt direkt:

Ist X eine Zufallsvariable mit existierendem Erwartungswert E(X)
und existierender Varianz Var(X), so erhdlt man mit

g X—EX) _ X—E(X) _ X—px
C JVar(X)  Sd(X)  ox

eine neue Zufallsvariable mit E(Y) = 0 und Var(Y) = Sd(Y) = 1.
Man nennt Y dann eine standardisierte Zufallsvariable.
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Schiefe und Wolbung von Zufallsvariablen |

Definition 9.13 (Schiefe (Skewness), Waélbung (Kurtosis))

Sei X eine (eindimensionale) Zufallsvariable mit existierender Varianz % > 0.

@ Existiert das zentrale Moment 3. Ordnung, so nennt man

X — px ’
X
die Schiefe (Skewness) von X.

@ Existiert das zentrale Moment 4. Ordnung, so nennt man

X — px )
X
die Wolbung (Kurtosis) von X.
Die um 3 verminderte Kurtosis kx — 3 wird auch Exzess-Kurtosis genannt.

v

im0 = S EONT_

_E[(X —E(X)T _

4

rkx = K(X): -
X

E
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Schiefe und Wolbung von Zufallsvariablen |l

@ Ist X symmetrisch, so ist die Schiefe von X (falls sie existiert) gleich Null.
Die Umkehrung der Aussage gilt nicht.

@ Existieren Schiefe bzw. Kurtosis einer Zufallsvariablen X, so existieren auch
die Schiefe bzw. Kurtosis von Y := aX 4 b fiir a, b € R mit a # 0 und es gilt:

> Yx =Yy sowie kx = Ky, falls a > 0,
> vx = —7y sowie kx = Ky, falls a < 0.

@ In Abhangigkeit von vx heiBt die Verteilung von X

» linkssteil oder rechtsschief, falls vx > 0 gilt und
» rechtssteil oder linksschief, falls vx < 0 gilt.
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Schiefe und Wolbung von Zufallsvariablen Il

@ In Abhangigkeit von kx heiBt die Verteilung von X

» platykurtisch oder flachgipflig, falls kx < 3 gilt,
» mesokurtisch oder normalgipflig, falls kx = 3 gilt und
» leptokurtisch oder steilgipflig, falls kx > 3 gilt.

@ vx und kx kénnen (auch wenn sie existieren) nicht beliebige Werte
annehmen. Es gilt stets kx > 1 und v < kx — 1.
@ Man kann (zur einfacheren Berechnung von yx und kx) leicht zeigen:
> E[(X - E(X))’] = E(X®) = 3E(X*)E(X) + 2[E(X)]’
= E(X®) = 3uxok — px
> E[(X — E(X))*] = E(X*) — 4E(X?)E(X) + 6E(X*)[E(X)]* — 3[E(X)]*
= E(X") — 4E(X®)ux + 6uxox + 3ux
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Beispiel
6(x —x?) fir0<x<1

zu stetiger Zufallsvariable X aus Folie 208 mit Dichte fx(x) = { 0 .
sons

()
N| —

E(X) = /+OOX- fx (x)dx = /01(6X2 — 6x%)dx = [2x3 — gx4] : =

®

+o00 1 3 6 1 3
E(X2) — / X2 . fX(X)dX — / (6X3 o 6X4)dX _ [§X4 . EXSI
0

— 00

= Var(X) = E(X?) - [E(X)]* = & — (%)2 — L

“+o00 1 6 1 1
e E(X3) = / x> - fx(x)dx = / (6x* — 6x°)dx = [EXS — x6] = -
— 00 0 0
1 3 1 1\3 4—945
:>’Y(X):§_3'1_0'5+2'(5) e
(1/20)3/2 (1/20)%/
“+o00 1 6 1 1
o E(X*) = / x* - fx(x)dx = / (6x> — 6x°)dx = [X6 — ?x7] =z
—00 0 0
1 1,1 3 .(1)? 1\4
o R(X) = 7-4 5 3+6-35-(3)—3-(3) _3/560 15
(1/20)2 1/400 7
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Quantile von Zufallsvariablen |

Definition 9.14 (p-Quantil)

Seien X eine eindimensionale Zufallsvariable, p € (0,1). Jeder Wert x, € R mit
P{X <x,} >p und P{X>x,} >1—p

heiBt p-Quantil (auch p-Perzentil) von X. Man nennt Werte x, mit dieser
Eigenschaft spezieller

@ Median von X fiir p = 0.5,
e unteres Quartil von X fiir p = 0.25 sowie
@ oberes Quartil von X fiir p = 0.75.

Ist Fx die Verteilungsfunktion von X, so ist x, also genau dann p-Quantil von X,

wenn
FX(Xp_O) <p< FX(Xp)

gilt, fiir stetige Zufallsvariablen X also genau dann, wenn Fx(x,) = p gilt.
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Quantile von Zufallsvariablen |l

@ p-Quantile sind nach Definition 9.14 eindeutig bestimmt, wenn die
Verteilungsfunktion Fx der Zufallsvariablen X (dort, wo sie Werte in (0,1)
annimmt) invertierbar ist, also insbesondere stetig und streng monoton
wachsend.

Bezeichnet F;l die Umkehrfunktion von Fy, so gilt dann

x, = Fy'(p)  fiiralle p€ (0,1) .

F;l wird in diesem Fall auch Quantilsfunktion genannt.

@ Der Abstand xg.75 — xp.25 zwischen unterem und oberen Quartil wird (wie
auch bei empirischen Quartilen) auch Interquartilsabstand (IQA) genannt.
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@ Auch ohne die Invertierbarkeit von Fx kann Eindeutigkeit von Quantilen zum
Beispiel durch die Festsetzung

X, = min{x | P{X < x} > p} = min{x| Fx(x) > p}

erreicht werden.
Man nennt die Abbildung

(0,1) = R; p — x, = min{x| Fx(x) > p}

haufig auch verallgemeinerte Inverse von Fx und verwendet hierfiir dann
ebenfalls das Symbol F)?l sowie die Bezeichnung Quantilsfunktion.

@ Diese Eindeutigkeitsfestlegung unterscheidet sich von der vergleichbaren
Konvention aus der deskriptiven Statistik fiir empirische Quantile!
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